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OBJETIVOS 

 Neste trabalho, provaremos que alguns números, tais como 𝑒
𝑝
𝑞  com 𝑝 𝑞 ∈  ℚ, 

log𝑎 𝑏, onde 𝑎 e 𝑏 são números inteiros positivos tais que 𝑎 ou 𝑏 tem um fator primo 

que não aparece na fatoração do outro e  𝑒𝜋, são irracionais. 
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 O desenvolvimento desse trabalho, que faz parte das atividades do Programa 

de Educação Tutorial (PET), sob tutoria do professor Daniel Cordeiro de Morais Filho, 

do curso de Matemática da UFCG, se deu por meio de exposições durante o mês de 

agosto de 2013, com base em leituras de artigos e revisões bibliográficas. 

METODOLOGIA 

INTRODUÇÃO 

  

Teorema 1: Seja 𝒂 um número inteiro. Se 𝒂 > 𝟎, então 𝒆𝒂 é um número irracional. 

REFERÊNCIAS 

  

 Nosso objetivo nesse trabalho é propiciar aos professores e alunos que 

conheçam uma maior variedade de números irracionais, além dos que, geralmente, 

são exemplificados em livros didáticos e usados comumente.  

Teorema 2: Sejam 𝒂 e 𝒃 números inteiros positivos, com 𝒃 ≠ 𝟏. Então, 𝒍𝒐𝒈𝒂 𝒃 é 

irracional, sempre que na fatoração de 𝒂 ou de 𝒃 aparecer um fator primo que não 

está presente na fatoração do outro. 

 Suponhamos, sem perda de generalidade, que na fatoração de 𝑎 exista um fator 

primo que não esteja na fatoração de 𝑏 . Do Teorema Fundamental da Aritmética, 

podemos considerar as decomposições em fatores primos dos números 𝑎 e 𝑏 e escrever 

𝑎 = 𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2 …𝑝𝑘
𝛼𝑘  e 𝑏 = 𝑞1

𝛽1𝑞2
𝛽2 …𝑞𝑙

𝛽𝑙, onde 𝑝𝑖 e 𝑞𝑗 são números primos e 𝛼𝑖 e 𝛽𝑗 são 

números naturais, com algum 𝑝𝑖0 ≠ 𝑞𝑗, para todo 𝑗 = 1, 2,… , 𝑙. Suponhamos agora, por 

absurdo, que log𝑎 𝑏 seja racional, isto é, log𝑎 𝑏 =
𝑝

𝑞
, com 𝑝 e 𝑞 inteiros relativamente 

primos. Assim, teríamos 𝑎𝑝 = 𝑏𝑞, absurdo, pois 𝑝𝑖𝑜 aparece na decomposição de 𝑎𝑝, 

mas não está presente na decomposição de 𝑏𝑞, contrariando a unicidade dos fatores 

primos de um número, que é garantida pelo Teorema Fundamental da Aritmética. 

Por outro lado, por diferenciação, temos 

𝑞(𝑒𝑎𝑥𝐼 𝑥 )′ = 𝑞𝑒𝑎𝑥 𝑎𝐼 𝑥 + 𝐼′ 𝑥 = 𝑞𝑒𝑎𝑥𝑎2𝑛+1𝑃𝑛(𝑥), 
donde 

𝑞𝑎2𝑛+1  𝑒𝑎𝑥𝑃𝑛 𝑥 𝑑𝑥
1

0
= 𝑞(𝑒𝑎𝑥𝐼 𝑥 ) 0

1 = 𝑞 𝑒𝑎𝐼 1 − 𝐼 0 = 𝑝𝐼 1 − 𝑞𝐼 0   

e assim, esta integral é um inteiro não-nulo. (∗∗) 
De 𝑖., verifica-se 

0 < 𝑞𝑎2𝑛+1  𝑒𝑎𝑥𝑃𝑛 𝑥 𝑑𝑥
1

0
<
𝑞𝑎2𝑛(𝑒𝑎−1)

𝑛!
 . 

Como lim
𝑛→∞

𝑞𝑎2𝑛(𝑒𝑎−1)

𝑛!
= 0, então para 𝑛 suficientemente grande, devemos ter 

𝑞𝑎2𝑛(𝑒𝑎−1)

𝑛!
< 1. 

Logo, para esse 𝑛 suficientemente grande, temos 

0 < 𝑞𝑎2𝑛+1 𝑒𝑎𝑥𝑃𝑛 𝑥 𝑑𝑥
1

0

< 1 

Uma contradição, visto que por (∗∗), 𝑞𝑎2𝑛+1  𝑒𝑎𝑥𝑃𝑛 𝑥 𝑑𝑥
1

0
 é um número inteiro.  

 Na construção do conjunto dos Números Reais, uma das 

passagens de maior impacto foi o surgimento dos números 

irracionais. Acredita-se que um dos primeiros números 

irracionais a aparecer na história da Matemática tenha sido o 

número √2, fato descoberto por Hipaso de Metaponto (c.500 

a.C.), para desespero de toda ordem pitagórica a qual 

pertencia.                 Os alunos são apresentados a esses números desde o Ensino Médio e, 

mesmo assim, em livros didáticos, os exemplos conhecidos de números irracionais se 

limitam aos números 𝜋, ℯ e a algumas raízes de números inteiros. Se os números 

irracionais são “tantos” e “estão por toda parte da reta”, por que a diversidade de 

exemplos é tão pouca?  

Polinômios de Niven 

  Ivan Niven (1915 – 1999) (foto), foi um matemático americano, que 

trabalhou e deixou importantes colaborações no estudo da Teoria dos 

Números.  

Um polinômio de Niven é um polinômio da forma 

𝑃𝑛(𝑥) = 
𝑥𝑛(1−𝑥)𝑛

𝑛!
=
1

𝑛!
 𝑐𝑘𝑥

𝑘2𝑛
𝑘=𝑛  , com 𝑐𝑘 inteiro, 𝑛 ≤ 𝑘 ≤ 2𝑛. 

 Algumas propriedades facilmente verificáveis desse polinômio são: 

i. 0 < 𝑃𝑛 𝑥 <
1

𝑛!
 ,   para  0 < 𝑥 < 1 ; 

ii. 𝑃𝑛 0 = 0; 

iii. 𝑃𝑛
𝑚 0 = 0 , para 𝑚 < 𝑛 ou 𝑚 > 2𝑛)    (essa notação representa a 𝑚-ésima derivada 

do polinômio 𝑃𝑛 ); 

iv. 𝑃𝑛
𝑚
0 =

𝑚!

𝑛!
𝑐𝑚 , para 𝑛 ≤ 𝑚 ≤ 2𝑛. 

 Segue imediatamente dessas propriedades que 𝑃𝑛  e suas derivadas assumem 

valores inteiros em 𝑥 = 0. Observe ainda que 𝑃𝑛 𝑥 = 𝑃𝑛(1 − 𝑥) e, portanto, concluímos 

que 𝑃𝑛 e suas derivadas também assumem valores inteiros em 𝑥 = 1. (∗) 

Teorema 3: 𝒆𝝅 é um número irracional. 
  

 Para a demonstração deste teorema devemos considerar os seguintes teoremas: 

 

Teorema de Gelfond-Schneider: Sejam 𝛼 um número algébrico (diferente de zero ou 

um) e 𝛽 um número algébrico não racional. Então, o número 𝛼𝛽 é transcendente. 

 

Lema: Todo número transcendente é irracional. 

 

 Assim , pela relação de Euler, temos 𝑒𝑖𝜋 = cos 𝜋 + 𝑖 sen 𝜋 = −1, donde 

𝑒𝜋 = −1 −𝑖. Portanto, pelo teorema de Gelfond-Schneider e pelo lema, concluímos 

que 𝑒𝜋 é irracional. 

  Outros exemplos de números irracionais pelo Teorema de Gelfond-Schneider são 

2 2 e 𝑖𝑖 = 𝑒−
𝜋

2. 
 

 

Suponhamos, por contradição, que 𝑒𝑎 seja um número racional, isto é, 𝑒𝑎 =
𝑝

𝑞 
, onde 𝑝 e 

𝑞 são inteiros positivos relativamente primos. Considerando a função 

𝐼 𝑥 = 𝑎2𝑛𝑃𝑛 𝑥 − 𝑎
2𝑛−1𝑃𝑛

′ 𝑥 +⋯− 𝑎𝑃𝑛
2𝑛−1 𝑥 + 𝑃𝑛

(2𝑛) 𝑥  

por(∗), segue que 𝐼(0) e 𝐼 1  assumem valores inteiros. 

 

Corolário : seja 
𝒂

𝒃
∈ ℚ, então 𝒆

𝒂
𝒃  é um número irracional. 

 
Exemplos de números irracionais, obtidos a partir desse corolário são: 𝑒 , 

1

𝑒13
 , 𝑒11
9

  


