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Secdo 1: Algumas Notas Histoéricas

Questdes envolvendo a natureza transcendental dos nimeros fascinam os matematicos
desde meados do século XVIII, tornando-se uma area central da teoria dos nimeros. “As vezes,
essas teorias nao resolviam um problema original, mas eles passavam a ser ferramentas basicas
na investigacao de outras questdes” (FIGUEIREDO).

Os numeros algébricos sdo identificados com certa facilidade: racionais, somas e
produtos de raizes de numeros racionais e a unidade imaginaria i sdo exemplos, mas 0 que
tornou esse estudo tdo misterioso e desafiador era a incapacidade de exibir exemplos ou algum
tipo de classificagdo para os nimeros transcendentes.

Em 1874, George Cantor (1845-1918) provou que o conjunto dos numeros algébricos é
enumeravel, o que foi surpreendente: a enumerabilidade deste conjunto implicaria a existéncia
de uma “quantidade” infinitamente maior de transcendentes do que algébricos, muito embora se
conhecessem pouquissimos exemplos. Consoante a Marques (2013),
“esta teoria vive um grande paradoxo, se quase todos os niimeros sdo
transcendentes, porque demonstrar a transcendéncia de um nimero €, em
geral, uma tarefa tdo complicada”?

Grandes matematicos deram suas contribui¢cdes a esta linha de
pesquisa, como Cantor, Hilbert e Euler, mas o primeiro nimero a ter sua
transcendéncia demonstrada foi dado em 1851 pelas maos do francés
Joseph Liouville (1809-1882):

Joseph Liouwille

Z 107% = 0,1100010000000000000000010000 ...
k=1

passou a ser chamado de constante de Liouville' em sua homenagem. (Na proxima secéo,
daremos uma demonstragdo desse importante resultado.)

Em 1873 que Charles Hermite (1822-1901) provou que e é transcendente. Hermite
escreveu:

! Com o avan¢o dos métodos computacionais, contatou-se que por uma margem de
erro extremamente pequena, o nimero de Liouville ndo satisfaz 10x® — 76x3 — 190x + 21 =
0 (ver [2]).



"N&o me atrevo a tentar mostrar que pi é
transcendente. Se outros o fizerem, ninguém
ficara mais feliz que eu com o0 seu sucesso, mas
acredite-me, caro amigo, isso ndo vai deixar de
Ihes custar algum esforco™ [1].

Aproximadamente uma década apos esta célebre constatacdo, o alemado Ferdinand von
Lindemann (1852-1939) publicou uma bela e “simples” demonstragido que  era transcendente.

Alexander Gelfond, em 1934, e Theodor Schneider, em 1935, resolveram
independentemente o famoso 7° problema de Hilbert proposto em 1900 sobre a transcendéncia
de niimeros como 2V2. O teorema de Gelfond-Schneider — como ficou conhecido -, definiu a
natureza algébrica da potenciacdo de numeros, estabelecendo uma larga classe de nimeros
transcendentes. O teorema afirma que se @ e B sdo numeros algébricos, com a # 0,1 e 8
complexo néo racional, entdo a” é transcendente. (Como leitura complementar, recomendamos
a referéncia [6], na qual sdo apresentadas uma demonstracdo deste importante resultado e
algumas consequéncias. )

E valido destacar que se tirassemos as hipGteses sobre a, o teorema pode perder sua

. V2,
validade. De fato, por um lado +/2"~ é transcendente, mas, por outro lado,

(77)" =2

que é algébrico. Também do teorema de Gelfond-Schneider segue que
e™ = (i)' = (—1)1 = 23,14069263 ..

¢ transcendente, chamado de constante de Gelfond.
Outros transcendentes curiosos e famosos sao:

* O ndmero de Morse-Thue: 0,0110101001...

* A constante de Champernowne 0,1234567891011121314 ...
tem a interessante propriedade de conter em sua expansdo decimal qualquer
ndmero que imaginarmos. A prova da sua transcendéncia pode ser encontrada
em [5];

* eVr,

* In 2.

Para finalizar, observamos que existe ainda uma série de nimeros em que ndo se
conhecem nada acerca de sua natureza. Dentre eles, e + m, em, €, 2¢, 2™.

Secéo 2: O Numero de Liouville

Na secdo anterior realizamos um apanhamento histérico sobre o desenvolvimento da
teoria dos nimeros transcendentes, e enfatizamos que Hilbert foi um dos precursores deste
estudo. Na verdade, Hilbert “construiu” um nimero transcendente e que, posteriormente, deu



origem a uma classe de nimeros transcendentes. Nesta sec¢do, ancorados em [4], daremos uma
demonstracao deste fato.

Definicédo. Diz-se que um numero algébrico a é de grau n se ele for raiz de uma equacéo
plinomial de grau n, e ndo existir uma equacao desse tipo, de grau menor, da qual « seja raiz.

Teorema 1. Seja a um namero algébrico de grau n. Entdo existe uma constante A > 0 tal que

para todo racional scom q > 0.

Demonstracao: Por hipétese, a é raiz de uma equagdo polinomial da forma
f)=apx"+a,_1x" 1+ +ax+a;=0
onde os coeficientes a;,i = 0,1, ..., n s&0 inteiros e a,, # 0. Nessas condi¢des, podemos tomar
d > 0, tal que, no intervalo (@« —d, a + d), a Unica raiz de f(x) seja x = a — a saber, d pode
ser qualquer nimero menor que a menor das distancias de a as demais raizes reais de f.
Observemos agora que a derivada f'(x) de f(x) é limitada em qualquer intervalo finito
e, portanto, podemos tomar M > 0 tal que

')l <M, Vx€(a—da+d).

Para qualquer racional Sem (a — d,a + d), podemos aplicar o Teorema do Valor Médio

e obter
P\_(,_P
F@—f(%)=(«=5)r@
ondeé € (¢ —d,a+d).Ora, f(a) = 0; dai

B =(«=B)1Fe1 <m|(a-2 @
q q q

Buscaremos agora uma estimativa inferior para f (s). Note que

n n-1_4 ... 1
f p _ a,p” + a,_1p n+ +ap+ag >—. 3)
q q q
De (2) e (3) obtemos a desigualdade
|a _P = !
ql — Mq"

que vale para todos E(a—d,a+d).Se s néo pertencer a este intervalo, entdo teremos



Como g > 1,
d
|a _P = —.
ql —q"
Tomando = = min{l, d}, temos
A m
ql — Aq"

Definigdo: Um numero real @ é chamado um ndmero de Liouville se existir uma sucessao {%}
J

q; > 0, mdc(pj,q;) = 1, com todos os elementos diferentes, e tal que

1
%

L P
qj

Lembre que o nimero apresentado por Liouville foi Y2, 10~™ (ver exemplo 5.1 de [4]).
Teorema 2. Todo nimero de Liouville é transcendente.

Demonstracao: Suponha por contradi¢do, que um certo nimero de Liouville seja algébrico,
digamos de grau n. Entdo , pelo Teorema 1, a desigualdade (1) seria valida para todos o0s

racionais; em particular para os % da Definicédo 3. Dai
J

1 < | D < 1
Aq™ ql ~q”
de onde teriamos que
g <A (4)
Ora, por hipotese,
1
|a - B <—<1
ql q’

pois g = 1. Dai, podemos concluir que q; — +o. Segue que a desigualdade (4) ndo pode ser
verificada para j suficientemente grande. O absurdo provém da suposi¢do de que ha um nimero
de Liouville que seja algébrico. Com isso demonstramos o resultado pretendido.
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